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CURVATURE IN GRAPHENECURVATURE IN GRAPHENE

TheThe effectseffects ofof curvaturecurvature are are importantimportant in in graphenegraphene, as , as thethe existenceexistence
ofof ripplesripples in in thethe carboncarbon layerlayer isis anan intrinsicintrinsic featurefeature, , thatthat may be may be 
influencinginfluencing importantimportant propertiesproperties in in thethe electronicelectronic transporttransport.  .  

In In thisthis talktalk wewe are are goinggoing toto discussdiscuss thethe kindkind ofof curvaturecurvature thatthat induces induces changeschanges in in thethe topologytopology
ofof thethe carboncarbon material. material. TheThe case case ofof thethe fullerenesfullerenes isis thethe best best knownknown exampleexample

CURVATURE:CURVATURE:

CURVATURE + TOPOLOGY:CURVATURE + TOPOLOGY:



((fromfrom FujitsuFujitsu LaboratoriesLaboratories LtdLtd.).)

CURVATURE IN GRAPHENECURVATURE IN GRAPHENE

ItIt seemsseems thatthat carboncarbon nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junctionsjunctions havehave beenbeen alreadyalready fabricatedfabricated in in thethe FujitsuFujitsu
LaboratoriesLaboratories



CURVATURE IN GRAPHENECURVATURE IN GRAPHENE

Can Can wewe learnlearn somethingsomething fromfrom thethe effecteffect
ofof negativenegative curvaturecurvature in in thethe carboncarbon layerlayer??

AgainAgain, , thethe inducedinduced changechange ofof topologytopology requiresrequires
topologicaltopological defectsdefects, , andand thesethese may may givegive riserise toto
interestinginteresting featuresfeatures in in thethe electronicelectronic structurestructure. . 



TOPOLOGY OF GRAPHENE SHEETSTOPOLOGY OF GRAPHENE SHEETS

the contribution of a pentagon as the contribution of a pentagon as 

and the contribution of a heptagon asand the contribution of a heptagon as

We can compute the contribution of a hexagon to   We can compute the contribution of a hexagon to   χχ asas
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2D 2D geometriesgeometries can be can be classifiedclassified accordingaccording toto thethe valuesvalues ofof thethe EulerEuler characteristiccharacteristic

ThisThis isis in general in general anan integerinteger numbernumber, , thatthat onlyonly dependsdepends onon thethe topologytopology ofof thethe surfacesurface..
ItIt can be can be alsoalso expressedexpressed forfor a a latticelattice as as  faces#    edges#    vertices#    +−=χ
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ThisThis isis whywhy 12 12 pentagonspentagons are are onlyonly neededneeded toto closeclose thethe carboncarbon latticelattice intointo a a sphericalspherical shapeshape,,
providedprovided thatthat theirtheir effecteffect isis notnot counterbalancedcounterbalanced by by thethe negativenegative curvaturecurvature ofof thethe heptagonsheptagons..
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TOPOLOGY OF GRAPHENE SHEETSTOPOLOGY OF GRAPHENE SHEETS

nnni Ψ=Ψ∇⋅     εγ

While the number of defects needed to change the topology of theWhile the number of defects needed to change the topology of the carbon lattice is small and carbon lattice is small and 
always the same (12), they induce a strong effect in the electroalways the same (12), they induce a strong effect in the electronic properties of the material nic properties of the material 

Moreover, if the rotational symmetry is realizedMoreover, if the rotational symmetry is realized
approximately for very large fullerenes, it seems approximately for very large fullerenes, it seems 
that the that the DiracDirac equation on the surface of a sphereequation on the surface of a sphere

J. G., F. Guinea and M.A.H. J. G., F. Guinea and M.A.H. VozmedianoVozmediano,,
NuclNucl. Phys. B 406, 771 (1993). Phys. B 406, 771 (1993)

TheThe electronicelectronic spectraspectra ofof thethe series series ofof veryvery largelarge
fullerenesfullerenes are are remarkableremarkable, as , as oneone recoversrecovers thethe
degeneracydegeneracy ofof thethe multipletsmultiplets ofof thethe angular angular 
momentummomentum (3, 5, 7, …), but   (3, 5, 7, …), but   l l = 1   turns out to = 1   turns out to 
be be thethe lowestlowest possiblepossible valuevalue..

should give a sensible description of the spectrum.should give a sensible description of the spectrum.
HoweverHowever, , itit isis wellwell‐‐knownknown thatthat thethe equationequation onon
thethe curvedcurved spacespace doesdoes notnot havehave zerozero modesmodes,,

R
jj

1 
2
1    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +±=ε



TOPOLOGICAL DEFECTS IN GRAPHENE TOPOLOGICAL DEFECTS IN GRAPHENE 
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TheThe pentagonal pentagonal carboncarbon ringsrings can be can be formedformed by a by a cutcut andand pastepaste
operationoperation in in thethe planeplane. . ThisThis induces induces anan effectiveeffective rotationrotation ofof pp/3/3
atat thethe junctionjunction, , whichwhich impliesimplies in in turnturn thethe exchangeexchange ofof thethe twotwo
DiracDirac valleysvalleys

TheThe exchangeexchange ofof thethe twotwo DiracDirac valleysvalleys isis onlyonly feltfelt whenwhen makingmaking a complete a complete turnturn aroundaround
thethe topologicaltopological defectdefect. . ThereforeTherefore, , thethe effecteffect can be can be mimickedmimicked by a by a lineline ofof effectiveeffective gaugegauge
flux  flux  ΦΦ threadingthreading thethe pentagonal pentagonal ringring, , actingacting onon thethe ((K K , , KK´́) ) spacespace

( )  
2

                     
01
10

     exp πφ φ =Φ⇔⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=∫ Adi

J. G., F. Guinea and M.A.H. J. G., F. Guinea and M.A.H. VozmedianoVozmediano, , 
NuclNucl. Phys. B 406, 771 (1993). Phys. B 406, 771 (1993)
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In the fullerenes, the combined effect of the 12 pentagonal ringIn the fullerenes, the combined effect of the 12 pentagonal rings iss is
consistent with the field of a monopole, whose charge is dictateconsistent with the field of a monopole, whose charge is dictated byd by
the total fluxthe total flux

TOPOLOGICAL DEFECTS IN GRAPHENETOPOLOGICAL DEFECTS IN GRAPHENE

The problem can be solved by passing to the operators  The problem can be solved by passing to the operators   JJ of the total angular momentum of the total angular momentum 
operator for the operator for the spinorsspinors, curvature and gauge field, which leads to the equation, curvature and gauge field, which leads to the equation

where  where  A is the effective gauge field mixing the is the effective gauge field mixing the spinorsspinors at  at  KK and  and  K´.K´.
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ByBy approximatingapproximating thethe effectiveeffective gaugegauge fieldfield by by anan isotropicisotropic flux flux atat thethe sphericalspherical surfacesurface ofof
thethe fullerenefullerene, , thethe DiracDirac equationequation forfor thethe curvedcurved latticelattice becomesbecomes

TheThe spectrumspectrum isis thenthen givengiven in in termsterms ofof thethe angular angular momentummomentum numbernumber jj

whichwhich, , forfor g = 3/2, g = 3/2, accountsaccounts forfor thethe existenceexistence ofof twotwo tripletstriplets ofof zerozero modesmodes withwith j j = 1= 1 ..



We can also investigate the effects of negative curvature in We can also investigate the effects of negative curvature in graphenegraphene. The simplest instance is . The simplest instance is 
a carbon a carbon nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junction junction 

CARBON NANOTUBECARBON NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS

The The nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junction requires an amount of negative curvature correspondingjunction requires an amount of negative curvature corresponding toto
6 heptagons. This is consistent with the fact that, in any conti6 heptagons. This is consistent with the fact that, in any continuum geometry matching the nuum geometry matching the 
plane with a tube, we find the Euler characteristicplane with a tube, we find the Euler characteristic

The above procedure describes the construction of junctions withThe above procedure describes the construction of junctions with zigzig‐‐zagzag nanotubesnanotubes of type  of type  

((6n6n,0)  ,0)  . . When the heptagons are regularly distributed, these are the onlyWhen the heptagons are regularly distributed, these are the only possible geometries,possible geometries,
together with the junctions made of armchair (together with the junctions made of armchair (6n6n,,6n6n) ) nanotubesnanotubes..
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There is a general, compact way of describing the There is a general, compact way of describing the nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junctions, when junctions, when 
the topological defects (heptagons) are regularly distributed. Wthe topological defects (heptagons) are regularly distributed. We can think of all possible e can think of all possible 
geometries as assemblies of triangular blocks of honeycomb lattigeometries as assemblies of triangular blocks of honeycomb lattice ce 

CARBON NANOTUBECARBON NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS

This shows again that the number of heptagonal carbon rings is aThis shows again that the number of heptagonal carbon rings is always the same (6). It also lways the same (6). It also 
becomes clear that junctions with armchair becomes clear that junctions with armchair nanotubesnanotubes are possible, with geometries (are possible, with geometries (6n6n,,6n6n) .) .

)6,6( nn )0,6( n
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Now we may ask about the electronic properties of these Now we may ask about the electronic properties of these nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junctions.junctions.
The most interesting features appear in the local density of staThe most interesting features appear in the local density of states close to the junctiontes close to the junction

The local DOS is shown here in different sectors The local DOS is shown here in different sectors 
labelledlabelled by the by the eigenvalueeigenvalue for a  for a  ππ/3  /3  rotationrotation,,

)0,54(

CARBON NANOTUBECARBON NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS

((fromfrom J. G., F. Guinea J. G., F. Guinea andand J. Herrero, J. Herrero, PhysPhys. Rev. B 79, 165434 (2009)). Rev. B 79, 165434 (2009))
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CARBON NANOTUBECARBON NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS

WeWe observe observe thatthat therethere isis in general a in general a depletiondepletion in in thethe DOS DOS atat lowlow energiesenergies, , exceptexcept in in thethe sectorsector
whenwhen nn isis a a multiplemultiple ofof 3, 3, andand thethe sector                      sector                      whenwhen n n isis notnot a a multiplemultiple ofof 3, 3, whichwhich

isis relatedrelated toto thethe factfact thatthat thethe branchesbranches withwith lowestlowest energyenergy ofof zigzig‐‐zagzag carboncarbon nanotubesnanotubes havehave a a 
nonvanishingnonvanishing angular angular momentummomentum ± 4± 4nn ..

 1 =q    3/2 πieq ±=

It turns out that all the junctions fall into two different clasIt turns out that all the junctions fall into two different classes, depending on whether the ses, depending on whether the 
nanotubenanotube geometry is  (geometry is  (6n6n,0)  with  ,0)  with  nn a multiple of 3 or not.a multiple of 3 or not.

)0,18( )0,24(



Within each class, , allall thethe DOS DOS looklook veryvery
similar, similar, eveneven forfor differentdifferent geometriesgeometries ofof thethe
nanotubenanotube, , withwith thethe positionposition ofof thethe mainmain
featuresfeatures scaledscaled in in inverseinverse proportionproportion toto thethe
radiusradius RR ofof thethe tubetube. . 
ThisThis leadsleads toto thinkthink thatthat therethere may may existexist aa
unifiedunified descriptiondescription in in termsterms ofof thethe DiracDirac
equationequation in in thethe curvedcurved spacespace

CARBON NANOTUBECARBON NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS
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CARBON NANOTUBECARBON NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS
The solutions in each side of the junction are   The solutions in each side of the junction are   

0  Rr =

The The nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junction can be viewed as an unconventional scattering potentiajunction can be viewed as an unconventional scattering potential, l, 
as electrons can be scattered off the layer into the as electrons can be scattered off the layer into the nanotubenanotube. The scattering problem is solved. The scattering problem is solved
by matching the wave functions at                  and  by matching the wave functions at                  and  zz = 0 := 0 :
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This shows thatThis shows that
lowlow‐‐energy electrons in the energy electrons in the graphenegraphene layer, with layer, with  , are scattered by the , are scattered by the nanotubenanotube
((exceptexcept forfor angular angular momentummomentum nn = 0)= 0)
highhigh‐‐energy electrons, with                           , have increasienergy electrons, with                           , have increasing probability of being transmittedng probability of being transmitted
into the into the nanotubenanotube
at low energies and in the vicinity of the junction, there is inat low energies and in the vicinity of the junction, there is in general a depletion of the general a depletion of the 
density of states density of states 

0/    RvF>>ε

J. G., F. Guinea J. G., F. Guinea andand J. Herrero, J. Herrero, PhysPhys. Rev. B 79, 165434 (2009). Rev. B 79, 165434 (2009)

WeWe findfind anan amplitudeamplitude forfor transmissiontransmission intointo thethe nanotubenanotube

ThisThis transmissiontransmission isis suppressedsuppressed atat lowlow energiesenergies exceptexcept forfor nn = 0 . = 0 . AtAt highhigh energiesenergies,,



LOCALIZED STATES LOCALIZED STATES 

What is then responsible for the What is then responsible for the 
peaks within the depleted DOS peaks within the depleted DOS 
at very low energies?at very low energies?

ItIt isis thenthen possiblepossible toto havehave localizedlocalized statesstates. . TakingTaking thethe maximummaximum flux flux ΦΦ = 3= 3ππ, , wewe havehave forfor instanceinstance

We may look for bound states of the We may look for bound states of the DiracDirac equation, that can only take place at  equation, that can only take place at  εε = 0 = 0 
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We find a state with  We find a state with  nn = 1 which has an amplitude decaying in both the plane and the = 1 which has an amplitude decaying in both the plane and the nanotubenanotube..
Similarly, we have another localized state with  Similarly, we have another localized state with  nn = = ‐‐11 in the other in the other sublatticesublattice of the of the graphenegraphene
layer. These localized states are then consistent with the abovelayer. These localized states are then consistent with the above lowlow‐‐energy peak in the DOS.energy peak in the DOS.
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This different behavior is due to the fact the combined This different behavior is due to the fact the combined 
effect of the topological defects does not lead to the effect of the topological defects does not lead to the 
addition of the gauge flux addition of the gauge flux (P. E. (P. E. LammertLammert and V. H. and V. H. CrespiCrespi, , 
Phys. Rev. B 69, 035406 (2004)) Phys. Rev. B 69, 035406 (2004)) 

However, we know that the local DOSHowever, we know that the local DOS
does not have in general a lowdoes not have in general a low‐‐energyenergy
peak, except in junctions with armchairpeak, except in junctions with armchair
or (6or (6nn,0) ,0) nanotubesnanotubes when when nn = 3= 3pp

zz iNMii eieeiRNMTR σπτπσπ
ππ ττ )6/(
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ThusThus, , thethe effecteffect ofof twotwo heptagonal heptagonal ringsrings leadsleads toto ΦΦ = = ππ

whenwhen MM‐‐NN isis a a multiplemultiple ofof 3, 3, andand toto ΦΦ = = ππ/3  /3  otherwiseotherwise..

ButBut a total flux a total flux ofof ΦΦ = = ππ forfor thethe sixsix heptagonal heptagonal ringsrings isis notnot enoughenough toto localizelocalize statesstates
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whichwhich explainsexplains thethe absenceabsence in general in general ofof lowlow‐‐energyenergy peakspeaks in in thethe local DOS local DOS atat thethe junctionjunction..
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The arrays of The arrays of nanotubenanotube‐‐graphenegraphene junctions have been studied before in the case of short junctions have been studied before in the case of short 
armchair armchair nanotubesnanotubes by T. Matsumoto and S. Saito, J. Phys. Soc. Japan by T. Matsumoto and S. Saito, J. Phys. Soc. Japan 7171, 2765 (2002): , 2765 (2002): 

The most important findings were the The most important findings were the semiconductingsemiconducting behavior of the behavior of the undopedundoped system, and system, and 
the appearance of very flat bands at low energiesthe appearance of very flat bands at low energies

One may ask what would be the electronic structure of junctions One may ask what would be the electronic structure of junctions with much longer with much longer nanotubesnanotubes,,
and the dependence on their geometry. and the dependence on their geometry. 
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(from T. Matsumoto and S. Saito, J. Phys. Soc. Japan (from T. Matsumoto and S. Saito, J. Phys. Soc. Japan 7171, 2765 (2002)), 2765 (2002))



ARRAYS OF NANOTUBEARRAYS OF NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS

The The BrillouinBrillouin zone for this zone for this superlatticesuperlattice is an is an 
hexagon, with size inversely proportional hexagon, with size inversely proportional 
to the distance  to the distance  LL between the junctions. between the junctions. 
We can find all the We can find all the subbandssubbands by looking by looking 
for for eigenstateseigenstates within this unit cell with  within this unit cell with  

appropriate boundary conditions. appropriate boundary conditions. 

( )Lkkii yxee  /2  /2 3)(   +−−⋅ =bak
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A convenient computational approach is to consider a hexagonal pA convenient computational approach is to consider a hexagonal patch around one of atch around one of 
the junctions as unit cell of the material. the junctions as unit cell of the material. 

Thus, for a state with momentum  Thus, for a state with momentum   kk ,, wewe justjust have to have to diagonalizediagonalize a tighta tight‐‐binding binding hamiltonianhamiltonian
matching opposite boundaries of the unit cell with the phase facmatching opposite boundaries of the unit cell with the phase factorstors

( )Lkkii yxee  /2  /2 3  +⋅ =bk
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ARRAYS OF NANOTUBEARRAYS OF NANOTUBE‐‐GRAPHENE JUNCTIONSGRAPHENE JUNCTIONS

As in the case of the individual junctions,As in the case of the individual junctions,
we may classify the different arrays by the we may classify the different arrays by the 
geometry of their geometry of their nanotubesnanotubes.  .  

)0,24(

One of the classes is constituted by theOne of the classes is constituted by the
arrays with armchair or (6arrays with armchair or (6nn,0) ,0) nanotubesnanotubes
for which for which nn is a multiple of 3. This is is a multiple of 3. This is 
characterized by presence of a series of characterized by presence of a series of 
very flat bands that may become close to very flat bands that may become close to 
the Fermi level.     the Fermi level.     

)0,12(

The other class comprises the junctions withThe other class comprises the junctions with
the rest of the rest of nanotubesnanotubes and corresponds toand corresponds to
the case where all the bands are dispersive.the case where all the bands are dispersive.

J. G., F. Guinea J. G., F. Guinea andand J. Herrero, J. Herrero, PhysPhys. Rev. B 79, 165434 (2009). Rev. B 79, 165434 (2009)

As a general As a general rulerule::
thethe dispersivedispersive bandsbands are are shiftedshifted towardstowards thethe Fermi Fermi levellevel as as thethe distancedistance betweenbetween thethe
junctionsjunctions in in thethe arrayarray isis enlargedenlarged
thethe numbernumber ofof flatflat bandsbands growsgrows atat lowlow energiesenergies as as thethe nanotubenanotube lengthlength isis increasedincreased,,
reflectingreflecting thatthat theirtheir originorigin lieslies in in thethe existenceexistence ofof statesstates confinedconfined withinwithin thethe nanotubesnanotubes



To summarize, To summarize, 

carboncarbon‐‐nanotubenanotube junctions offer the possibility to observe interesting electronjunctions offer the possibility to observe interesting electronic properties:ic properties:

they show the ubiquity of the they show the ubiquity of the DiracDirac equation in the description of carbon materialsequation in the description of carbon materials

they have states that propagate through the junction, localized they have states that propagate through the junction, localized states, and states confinedstates, and states confined
to the to the nanotubenanotube sideside

they lead to remarkable electronic structure in the case of arrathey lead to remarkable electronic structure in the case of arrays of ys of nanotubenanotube‐‐graphenegraphene
junctionsjunctions


